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動的計画法の数値解析
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1.は じめ に

動的計画法(DynamicProgramming[DP])は,動 学的 な経済分析 の基本 的なツー ルであ り,

その理論的 な性質 は詳 し く研 究 され てい る1).な か で もStokeyandLucas(1989)はDPの 理

論 を数学的に厳密 な形 で展開 して経済学におけ る多 くの応用例 を示 してい る.DPの 問題 は特殊

な場合 を除いて一般 にclosedformの 解 は存在 しない.こ の ために何 らかの方法 で近似 的な解 を

求め ざるを得 ないが,大 き く分 け ると前々回に説明 したプ クジェクシ ョン法 と離散近似法が あ る.

前者 は多項式の線形結合 に よって関数 を近似 す る方法 で,直 感的に理解 しやす く計算 時間 も短 い

とい う長所 があ る.し か し微分可能 な多項式 を用 い る関係で適用可 能 な問題 は限 られ る.こ れに

対 して後者は関数 の微分 可能性 を仮定 しないので多 くの問題へ適用 可能 で あるが,実 際には多大

の計算量 と記 憶容量 を必要 とす るために比較 的簡単 な問題 しか扱え ない.し たがって問題 に応 じ

て適 当に選 択す る必要が ある.

以下では,は じめ にDPの 基本 的な考 え方 と方法 につ いて簡単 な説明 を行 い,い くつかの重要

な性質 を示 す.つ ぎに最適成長 モデル を例 として数値的 な解 法 を説明す る.状 態 空間 を離散近似

す る反復解法 と目的関数 をテイラー展 開 して線形 レギュレー タ理論 を適用す る方法 につ いて検討

す る.こ の方法 は計算が比較的 に簡単 であ り,リ アルビジネスサイ クルの研究 で よ く用 い られ て

いる.

2.動 的 計画 法

2.1基 本モデル

つ ぎの ような最 適化 問題 を考 える.　
maxΣ β 亡γ(xt,z4f)(1)
{ut}t=O

S.t.灘6+1=g(灘 ご,24∂,.xogiven

r(xt,ut)は 有 界 な 凹 関 数 で,集 合{(xt+、,∬`):銑+1≦g(xt,號),ut∈Rk}は 凸 か つ コ ン パ ク

トとす る.最 適 化 さ れ た 目的 関 数 の 値 をvで 表 す と
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V(xo)=maxOL… 】tY(認t,ut)S.t.xt+1=g(xt,Z6t),x。given
{ut}t=o

Vは 価 値 関 数(ValueFunction)と 呼1まれ,そ の定 義 か らつ ぎのベ ルマ ン方程 式 を得 る.

V(x)=max{Y(x,u)+β γ[g(x,u)]}^(2)

これ はV(x)の 関数 方程 式 で あ り,右 辺 を最 大 化 す るuをu=h{x)と 表 し政 策 関数(Policy

Function)と 呼 ぶ.先 に述 べ た条 件 が 満 た され る と,次 の 性質 が成 り立 つ.

(a)ベ ル マ ン方 程 式 はユ ニ ー クな解 を もちV(x}は 単 調 増加 の狭 義 凹関数 で あ る.

(b)V(x)は 任 意 の有 界 な連 続 関 数VO(x)を 初 期 値 と して反復 式

V+1(x)=max{r(x,u)十 β巧[g(x,u)]}(3)
{u}

か ら ノ→OOと して得 られ る.

(c)政 策 関 数 はtimeinvariantな 単 価 関数 であ る.

(d)極 限 の 関数V(の は微 分 可 能 で

V'(x)一 ∂r(x,h(x}ax)+β ∂g(x,h(x)ax)V'[g(x,h(x))](4)

が成 り立 っ(BenvenisteandScheinkmanの 定理).(1)の 制 約 式 がxを 含 ま ない と きは 第2項

はゼ ロで あ り

V'(x}∂r(x,h(x)a
x)(5)

とな る.

これ らの性 質 は理 論 的 な研 究 で は もち ろん,DPの 問題 を数 値 的 に解 くと きに も基礎 とな る も

の で あ る.と くに具体 的 に解 法 を示 して い る(b)の 性 質 は重 要 で あ る.

2.2最 適成 長モデル

つ ぎの簡単 な最適成長 モデルにDPを 適用 しよ う.

め

maxΣ βqn(の
{ct}t=o

S.t.Ct十kt+1=i

k。 は 所 与 で あ り,A>G,0<α<1,0〈 β<1と す る.

vo=0を 仮 定 す る と ノー0の と き は

V=maxln(c)s.t.c十k'=Ak"
C

明 らか に 解 はC=Aが,々'=0で あ る.こ の と き

Vi=1n/q十crlnk

と な る.つ ぎに ノ=2で は

V2=max(1n(C)+β(lnA+crInk'})
c

S.t.C十 ん!=ノ 担L α々

(6)

この問題 に反復 解法 を適用 しよ う.ま ず
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解 を求 め る と,C-.4が/(1+α β),k'=craAk"/(1+α β)で あ る.こ の と き

Va-ln[(・ 一、辛砦β)Ak"]+β[lnA+αln(、 弩 β艀)]

こ の 計 算 を繰 り返 し行 う と

o=(1-一 αβ)ノ1んα

kノ=α β/1んα(7)

V(k)-1 -Q[inA(・ 一αβ)+、 皇甚β1nAα β]+、 島 βlnん

へ 収 束す るこ とが わ か る.関 数 空 間 に お け るV(k)の 不 動 点 を反 復 法 で求 め る こ の 方 法 は,Val-

ueFunctionIterationと 呼 ばれ る.

推測 法 は,あ らか じめV(k)の 形 を推 測 して未 定係 数 法 で未 知 の係 数 を決 め る方 法 で あ る.解

に つ い て の予備 知 識 が 必要 で あ るの で一 般 的 な方 法 では ない が,上 の 問題 に は適 用 可 能 で あ る.

対 数 の効 用 関 数 を仮 定 して い るの で

V(k}=C1十CZInk(8)

と推 測 す る.C、 とC2は 未 知 の係 数 で あ る.ベ ルマ ン方程 式 の右 辺 は

max(lrlo+β(C、+C21n('f-C))
C

とな り,最 適 な消費は

i

C=1 一トβC2

とな る.し たが っ てベ ル マ ン方 程 式 は

C、+CZlnk-ln(A/(1+βC2))+βC、+βC21n(βC2A/(1+βC2))+(α+α βC2)Ink

と表 され る.こ れ は んに 関す る恒 等 式 で あ るの で

CI-1 -a「lnA(・ 一αβ)+、 男 βlnAα β]

ぴC
Z=1 一αβ

とな る.

第3の 解 法 はPolicy

{g}

(IO}

FunctionIterationで あ る.こ れ は政 策 関数 を反 復 計 算 す る方 法 で,

ValueFunctionよ り速 く収 束す るこ とが 知 られ て い る.い まの 問題 で はkt+、 を政 策 変 数 と して,

政 策 関 数 をか りに

kt+1=1あ/1膠,0<ho<1

とす る.こ の とき価 値 関 数 は

　
Vo(ko)一 Σ βqn(Ake-h。Ak")

t=o

お
=Σ βオ(ln(1-ho)+lnA+alnkt)
t=o

とな る.Inkt+1=ln(hoA)+crlnktか ら
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t-ユ
Inkt=1n(h。A)Σcr'+atlnko

ゴ=0

であるので,こ れ を上 の式 に代入す る と

陥 ・)一騰+、aalnka・

とな る.つ ぎに

In(Akt-kt+1)+β(定 数+、 妾 βln島 →

kt+1=h1Ak"

を最 大 化 す るhlを 求 め る.hl=α β,つ ま りkt+1-aaAktが 最 適 な政 策 と な る.こ れ はValue

FunctionIterationで 求 め た解 と同 じで あ り,1回 の反復 で真 の解 へ 収 束 す る こ とが わか る.

3.離 散 近 似 法

前 節 で は特 殊 な効 用 関数 を仮 定 して解 析 的 な解 を導 出 した が,一 般 的 な効 用 関数 では こ う した

解 は存 在 しな い.そ こで近 似 解 を得 る ため に考 案 され た方 法 の ひ とつ が離 散 近 似 法 で あ る2).こ

の方 法 で は,ま ず 状 態変 数 と政 策 変数 を適 当 に選 ん で(2)の ベ ル マ ン方 程 式 を

V(x)-max{r(x,x')+β7(xり}
x'

と書 きか え る.xとx'は 離 散 値 の 集合{x、,娩,…xn}の み を取 る もの とす る.Vi=v(切 とす

る と7上 の式 は

Vi=max{r(銑,xl)+VI,…,r(xt,xn)一 トVn}Z=1,…,n(11)

とな る.こ れ はvl,…,Vnを 未 知 数 とす る連 立 方程 式 で あ り,縮 小 写 像 の定 理 に よ りユ ニ ー ク

な解 が 存 在 す る.つ ま り(11)の 右 辺 を単 に 写 像TVで 表 す と,V*=TV*と な るV*が 存 在

す る.つ ぎの 手順 で解 を求 め る.

(ス テ ップ0)

初期 値V(o)と 停 止 条件 ε>0を 決 め る.

(ス テ ップ1)

γ伽1)=TVtk'を 計 算 す る.

(ス テ ップ2)

も しllV(k+1'一 一一一TV(k)<ε で あ れ ば次 の ス テ ップ に進 み,そ うでな け れ ば ス テ ップ1へ 戻 る.

(ス テ ップ3)

V(k+エ)に 対 応 す るx'の 値 を要 素 とす るベ ク トル を 灘ノ*とす る.xとx'*を 組 合 わ せ る と政 策

関 数 とな る.

政 策 関数 の値 を要 素 とす るベ ク トルP*を 計 算 して,V*=(1一 β⑦ 一ln*を 求 め る.Qはn×

n行 列 でZ行 ブ列 の要 素 は,(11)右 辺 の最 大 値 がr(xi,x;)+aV;に 等 しけ れ ば1,そ うで な け

れ ば0と な る.1はn×nの 単位 行 列 で あ る.
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1.5

こ う して 求 め た解 は誤 差 を と もな うが,誤 差 の 大 き さに 関 して次 の関 係 が 成 り立 っ3).

llV*一 一1/(k)II≦(1一 β)-111レr(k+1)-V(k)ll

した が っ て

iV(k+i)一 γ㈲i≦ ε(1一 β)

を停 止 条 件 とす る と

iV*-7㈲ll≦ ε

が保 証 され る.こ の ア ル ゴ リズム は収 束 が遅 いの が 難 点 で あ る.そ の ためPolicyFunctionIter-

ationを は じめ い ろ い ろ なア ル ゴ リズ ムが考 案 され て い るが,そ の 説 明 は省 略 す る.

上 の ア ル ゴ リズ ム をつ ぎの最 適成 長 モ デ ル に適 用 しよ う.

00�I-y

鴨x忍 βオf≒(・2)

S.t.kt+1==kt-}-Ake-Ct

パ ラ メー タ は γ一 一5,α 一〇.25,β=0.96と す る.ま た定 常状 態 で の 資本 ス トッ クが1と な る よ

うに,A-(1一 β)/αβ とす る.資 本 ス トッ ク は 区 間[0.5,1,5]内 の1000個 の 点 で離 散 近 似 す る.

ゼ ロ関i数を初 期 値 と してiterationを 繰 り返 す と収 束 して近 似解 が 得 られ る.図1は 価 値 関 数 を

示 して い る.関 数 は理 論 的 に予 想 され る とお り単 調 増加 の 凹 関数 で あ る.ま た 図2は 対 応 す る政

策 関数 を表 す.こ れ は ほ とん ど直 線 とな り,両 方 の端 点 を結 ん だ傾 きは0.96で あ る.し た が っ
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て投資の絶 対額 は低 く,定 常状 態へ の移行 は長 い時間 を要す ることがわか る.Matlabの プ ログ

ラム をPC(1.4GHz)で 実行 す ると,約40秒 の時間がかか る.プ ロジェ クシ ョン法や 摂動法 の

1秒 前後 と比べ ると,か な り効率 が悪 い といえよ う.さ らに状態変数 の数が増 える と計算量 と必

要 メモ リーが爆発的 に増大 して現状 では実行不可能 とな る.こ うした困難 に対処 す るため に,

(1)を 最 適 レギュ レー タで近似 す る方法が広 く用い られてい る4).次 節 でこの方法 について検 討

しよ う.

4.線 形 レ ギ ュ レ ー タ

は じめ に,つ ぎの確率的 な最 適 レギュ レー タ問題 につ いて考 えよう.　
maxE。 Σ β哲(xtRxt+utQut+2xtWut)(13)
{ut}t=O

S.t.xt+1=Axt十But十Cst+1,xogiven

Et+、 ～NID(0,Σ)

こ こ でxtは(n×1)の 状 態 ベ ク トル,utは(rn×1)の 制 御 ベ ク トル,ε 甜 は(n×1)の 確 率 変

i数の ベ ク トル,Rは(n×n)の 負 値 半 定 符 号 行 列(negativesemidefinitematrix),Qは(m×

rn)の 負 値 定 符 号 行 列(negativedefinitematrix),Wは(n×rn)の 行 列 で あ る.さ ら にAは

(n×n)行 列,Bは(n×m)行 列,Cは(n×n)行 列 で あ る.こ の 問 題 に はclosedformの 解 が
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存在 し,最 適 な政 策 関 数 は

ut=-Fxt

F=(Q+βBlPB)-1(βBlPA+Wつ

で 与 え られ る5).Pは 負値 半 定 符 号行 列 で,リ ッカ チ方程 式

P=、 石～+βA■朗 一(βAlPB+W)(Q一 トβB■」PB)-1(βB■ 朗+W')

を満 たす.Pは 逐 次 計 算 に よ り求 め る こ とが で き る.つ ま りPo=0を 初 期 値 と して

P;+、=、配+βA〆 乃A-(/3A'P,B+W)(Q+βB/P;」B)-1(βB11う/1+Wつ

の 計算 をPに 収 束 す る まで繰 り返 す6).

(15)か らPと 」Fは β,R,Q,A,B,Wの 陰 伏 的 な 関 数 とな るが,

存 しな い.こ の性 質 はcertaintyequivalenceと 呼 ば れ る.

実 性 の度 合 い に よ って変 化 し

V(x)=x!Px+β(1一 β)tr(c、PCΣ)

とな る.

最適 な政 策 関数(14)が 得 られ る と,こ れ を状 態 方程 式 に代 入 して

銑+1-(A-i)xt+ε 云+1

とな る.蜘 と εオ+、(t≧0)の 実 現値 が 与 え られ る と,こ の 式 と

す るこ とが で きる.

線 型 レ ギュ レー タは 陽表 的 な解 が得 られ るDPの 例 と して それ 自体 興 味 が あ るが,

21

(14)

(15)

ε亡+、の分 散 Σ に は依

い うまで もな く価 値 関数 の値 は不確

(16)

(17)

(14)か らxtとutの 系列 を計 算

通常 は他 の

制御問題 の近似解 を得 る目的で使 用 され る.す なわちclosedformの 解が存在 しない場合,元 の

問題 を(13)で 近似 して解 を求め る方法であ る.こ の方法につ いて説 明 したあ と,確 率 的 な最 適

成長 モデルへ適用 しよ う7).

つ ぎの一般的 な制御 問題め
maxEoΣ β≠γ(xt,ut)(18)
{ut}t=O

S.t.xt+1==g(xt,ut,Et+1),xogiven

を 最 適 レ ギ ュ レー タ で 近 似 す る.ま ず シ ス テ ム の 定 常 状 態 を知 る た め に,ε オ+、=0と す る と(18)

は 　
maxΣ βオγ(銑,ut)(19)
{ue}オ=O

s.t.xt+1=g(xt,ut,0),xogiven

と な る.こ の 制 約 条 件 付 き最 大 化 問 題 を解 くた め に ラ グ ラ ン ジ ュ 関 数

　 む　

ノ ー Σ βオ7(xt,ut)+Σ β%+、(xt+、-9(xt,ut,0))
t=ot=o

を定義す る.こ こで λ坦 は(n×1)の ラグランジュ乗 数のベ ク トルである.こ の問題 の一 階条件

は
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∂陸

とな る.定 常 状 態 の値 をx*,

β ∂r(xt+i,ax
t.鯉+λ ・+・一β ∂g(灘・譜bO)'碗 一・

rarx
t,utagxt,ut,0 λ

オ+1=0,t≧0
∂観

u*,λ*と す る と

Vol.XXXV,No.1.2.3.4

axax

auau

x*-g(x*,が,0)=0

を満足す る.方 程式 と未知数 は ともに(2m+n)あ り,こ れ を解 くと定常状 態の値 が わか る.そ

して状 態方程式 と効 用関数 を定常値 の回 りでテ イラー展開すれば最適 レギュレー タ問題 として定

式化 され る.

5.確 率 的成 長 モデ ル

つ ぎの よ うな確率的成長モデル を考 える.

ma鴫 β謝 θ墾≒ 爾 レγ(2・)

S.t.η オ+1=ρ η亡十 ε亡+1,ko,ηogiVen

Et+1～N(0,σ2)

こ こ で ηオ=log(et),etは 技 術 シ ョ ッ ク を表 す.消 費 は 含 ま れ て な い が,資 本 ス トッ ク の 政 策 関

数 が わ か る と,Ct=kt+e"tk"‐ktt+、 の 関 係 か ら消 費 関i数 を 求 め る こ とが で き る.

こ の モ デ ル を(13)で 近 似 す る た め に,ε オ=0と し て 定 常 状 態 を求 め る と

1

とな る.前 節 の 記号 で%t・=kt+1-kt,」Ot=[kt1η 」 とす る と,xtの 状 態方 程 式 は は じめ か ら線

形 で あ り,そ の係 数 は

欄i}司i擁il(22)
で あ る.効 用 関 数 を(η,k)=(η*,k*)の 回 りで テ イ ラー 展 開す る と

一 γα2十//

R-(鰐 側 ×

Ck*)Z

γα2一 α2十2a

yap‐cry+2cr

k*

α(1一 γ)

k*

k*

α(1-y)

k*

1-y

1十 αγ一 α 1-y
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αγ(k*)一 αγ一1

2

(1十 αγ)(k*)一 αγ

i3

Z' 2

Y(k*)-ay

(23)

と な る.

計 算 に あ た っ て,α=0.25,β=0.96,γ 一2,ρ 一 〇.90,σ=0.05と す る.こ の と きk*-

10.9027で

0.00070.0142-0.0063

R=0.0142-0.77390.3440Q=-0.1667,

-0
.00630.3440-0.272

と な る.前 節 の ア ル ゴ リズ ム に し た が っ て 計 算 を行 う と

0.01330.3030-0.0985

P=0.3030-18.78123.0976

-0
.09853.0976…0.049

ノセ亡+1-kt=0.3552-0.03258kt-←1.2132η 亡

0.0069

-0 .2271

0.3029 _

(24)

(25)

が得 られ る.(25)式 を書 きか える と

kt+1-kt==0.0326(k*-kt)一 ト1.2132η6

とな り,投 資には部分 調整 メカニズムが働 くこ とが わか る.し か し調整係数 は0.0326と 極端 に

小 さい.ま たプラスの技術 シ ョックは投資の拡大 をもた らし,マ イナスのシ ョックは投資 を減 少

させ る.価 値 関数 は資本 と技術 ショックの単調増加の 凹関数 で,技 術が進歩す るほ ど生涯効 用 は

高 くなる.図3は,技 術 シ ョックを発生 させ て資本 ス トック と消 費の実現値 を計算 した結果 を示

している.消 費の水準 は資本 ス トックの水 準 よ りか な り低 く,消 費の変動 は資本 よ りも小 さい.

つ ま り消費 を安定化 させ るメカニズムが働 いてい るわけである.消 費の定義か ら予想 され る とお

り,ふ たつの変数の相 関は強 く相関係数 は0.97と な る.つ ぎの図4は 確 率 的な シ ミュレー シ ョ

ンを2000回 繰 り返 し,消 費の確率分布 を求めた ものである.平 均値 を中心 にほぼ左右 対称 である

が,こ れ は長期的 に技術 シ ョックが正規分布 をす るか らである.

この簡単 な問題 では解析 的な解 を求め ることが可能 で

kt-kt-1-(ψ 一・)鳥…1甥 ψ一 、睾 ψ 恥(26)

と な る8).こ こ で

_β2α(α 一1)(k*)2a-1
,C[o=y

角一β(・一÷)(が)・ 一 興)2a-1

ψは
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Z2-[1+1a(1一 α器 一β)2]2+去 一・

の絶対値 が1よ り小 さい根 であ る.確 認 のためにパ ラメー タ を代 入 して計算 す る と,(25)と ま

った く同 じ係i数が得 られ る.た だ し,こ の方法 で直接 に解 を求め るこ とがで きるのは簡単な問題

に限 られ,変 数が 多 くなる と数値解析 による しかないであろ う.

このよ うに線型2次 近似 法で確率的成長 モデルの近似解 を得 るこ とが可能で あるが,ど の モデ

ルに も適用で きるわけ ではない.適 用す るためには,(1)状 態変数の推移 方程 式が線形であ るこ

と,(2)政 策変数 に対 して制約条件が無 いか,あ って も有効 ではない,(3)確 率 的 シ ョックの変

動 が小 さい,な どの条件が 必要 であ る.確 率 的成長 モデルの例 ではEtの 分 散が大 きい と資本 ス

トックがマ イナスになって しまう.経 済問題 では多 くの場合,政 策変数 は非負の値 しか取れ ない

ので(2)の 制約が効 いて くる.線 型2次 近似 を適用す るにあた って は,こ れ らの仮定 がグ ロー

バルに満 たされ るか どうか あらか じめ慎重 に検討 す る必要が ある.

6.む す び

動学 的な経済分析 の重要 なツールであ るDPの 数値解法の うち,ベ ルマン方程式 を離散近似 し

て反復計算す る方法 と,最 適 レギュ レー タの問題 として解 く方法 につ いて検 討 した.ふ たつの方

法はそれぞれ一長一短が あ り,取 り扱 う問題 に応 じて適宜選択す る必要が ある.計 算時間の点 で

は後の方法が明 らかに優 れている.ま た不確実性 を含むモデルの ように状態変 数が複数個 ある場

合 には離散近似 法は現在 の ところ実行不可能 である.一 方,線 型2次 近似法 は基本的 に単純 な行

列演算にす ぎないので次元 の制約は受 けない.こ の ため リアル ビジネスサ イ クルの研究 ではこの

方法が よ く使われてい る.し か しcertaintyequivalenceの 成 り立た ない ようなモ デルに対 して

は適用で きない.結 局,ふ たつのアプ ロー チ とも一定の限界があ ることは明 らか であ り,現 在 で

は主に摂動法 その他 の新 しい方法が使 われている.ま たファイナンスの分野 ではDPと プ ロジェ

クシ ョン法 を組合 わせ た方法が広 く用 いられている.こ れは経済 の問題 に も適用可能 で今後 の研

究課題 としたい.

注

1)主 要 な 文 献 は,Bellman(1957),Bertsekas(1976),BertsekasandShreve(1978),StokeyandLucas

(withPrescott)(1989)な ど で あ る.

2)以 下 の 記 述 は 主 と し てLjungqivistandSargent(2000)Ch.2とJudd(1998)Ch.12に 依 拠 し て い る.

3)ベ ク トルx=[xi,xz,…,xn]の 最 大 ノ ル ム は

ll副 トmaxl矧
1≦J≦ 解

と定義 され る.

4)代 表 的 な例 として,KydlandandPrescott(1982>が あ る.

5)KwakernaakandSivan(1972)を 参 照.

6)リ ッカチ方程式 の数値 解法 について は,片 山(1983)に い くつか のアル ゴ リズムが紹介 され てい る.

7)以 下 の記述 はMcGrattan(1990)に 基 づ いて いる.

8)McGrattan(1990)を 参 照.
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