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確率演算法 と確率的最適制御 の経済学への応用
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皿 確率演算法

1序

現実の各個別経済主体の各財 ・各用につい

ての需給計画の立案は,そ れが将来に関す る

不確実 ・不完全な情報の下で行なわれ ざるを

得ないこ とに一つの大 きな特色を有す る.個

別経済主体は,将 来財1こついては言 うまで も

な く,そ れが将来市場 を持たない財ないし用

役についての現在の需給計画を立案す るとき

も,や は りその意思決定に際 してそれを最適

た らしめ るために,将 来に関する情報を不可

欠 とするのである.そ こで制約 され るであろ

う将来の環境に関す る情報は,過 去および現

在 の情報を,各 個別経済主体に とってそれぞ

れ必要 とす る程度に応 じて,す なわちそれに

よって直接 ・間接にもたらされ るであろ う利

得 とこれを入手す るに要する費用 との 兼 合

で,収 集 ・処理す るこ とによって得 る.こ の

ようにして獲得した情報を手掛 りとして,そ

こで制約 され るであろ う将来の経済環境 の下

N確 率的最適制御

V伊 藤の補題および確率的最適制御の経済問

題への応用一 最適消費 ・資産選択問題一

で最 も有利であ りたい との観点から,将 来の

各時点の各財 ・各用役の需給計画 を 立 案 す

る.合 理的な個別経済主体は,も はや変更不

可能 となった過去の諸決定 とそれ らのもたら

した諸結果を前提 として,そ こで制約 され る

現在の経済環境 の下で,将 来時点においてそ

うであろ う最適 な各財 ・各用の需給計画 と整

合的であるように,現 在の各財 ・各用の需給

計画を立案する他はないか らで あ る.言 わ

ぽ,過 去の歴史 と将来についての知識 とが,

各個別経済主体の現在 とるべ き行動を規定す

るのである,言 うまでもな く,各 個別経済主

体に とっての,現 在か ら将来への時間的長さ

は,彼 の時間的視野ないし展望能力 と彼の住

む世界 とに強 く依存せ ざるを得ず,各 個別経

済主体毎にそれぞれ異なるものである.

以上が一般的に記述 された,不 確実性下の

個別経済主体の各財 ・各用の需給計画決定の

手続きである.一 般的記述は一般 的ではある

が,お うお うにして具体的な興味あ る結論に

乏 しい、
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そこで,少 か らず限定的 ・特定的ではある

が,そ こに規定 される経済環境の時間的展開

に付随す る不確実性をウイナー過程 として捉

え,経 済環境の動態を,平 均的趨勢 とこれを

乱す ランダム項 としてのウイナー過程 とが相

侯 って生成す る動学的過程(伊 藤型確率微分

方程式の解過程)と して考える,勿 論,各 個

別経済主体は,自 己に とって最適 なるものに

せん とそれが可能ならば環境 に働 きかけ,制

御 しようとす るであろ うか ら,動 学 的 過 程

は,制 御変数を包含す るものでなければなら

ない.最 適制御は,伊 藤型確率微分方程式で

記述 される動学的過程の中で,そ れを最大化

すべ き期待利得なる 目的関数が与}ら れ ては

じめて定め得 るものであるか ら,そ れは確率

的最適制御である他はない.

確率過程 の解明に不可欠な用具 として,伊

藤によって確立 された確率的演算 法 が あ る

が,こ れ らは,あ くまで厳密的であろ うとし

済 論 集VoLX,No.2

て高度 に数学的である.そ のため,そ れを本

来は最 も必要 とするであろ う経済学徒にそれ

を疎遠で近寄 り難iいものとしている.

本稿の目的は,数 学的厳密さを少 しく犠牲

にす るとい う代償を払 って確率的演算法 と確

率的最適制御則を,最 も初等的に導出す るこ

と,こ れである.新 しい結果は無いが,こ れ

を初等的に導出す ることに若干の工夫がある

であろ う.

Vに おいて,伊 藤の補題お よび確率的最適

制御の経済問題への一つの応用 として,マ ー

トンらの最適消費 ・資産選択問題を とりあげ

る.そ して,わ れわれのようにダイナ ミック

・プ ログラミソグの最適性 の原理に基づ いて

確率的最適制御則を導出す るとい う手順をふ

んで も,伊 藤の補題を媒介 として,富 のシャ

ドウ ・プライスの動学的過程 の特性を解明で

きることを示す.

IIウ イナ ー過程(定 義)

、9を任 意 の空間(標 本空 間),Aを そ の上 の完全 加法 族,PをA上 で定 義 され た確 率測度 と

す る とき,9,A,Pを あわせ て考 え て,(9,A,.P)を 確率 空間 とい う.標 本 点(確 率パ ラメ

ータ ー)ω ∈θ の可 測実関 数z(ω)を ρ 上 の確率変 数 とい う.時 間TをRま たはそ の部分

区 間 とし,確 率変 数が 麺 丁 に依 存す る とき,こ れ をz(t,ω)と 記 し,{z(t,ω);t∈T,ω ∈ρ}

を連続 パ ラ メーターの確率過 程 とい う.標 本点 ω を ωo∈9に 固定す れば,z(t,ωo)はtの 関

数 とな り,{z(t,ωo);た 乃 を見本過程 また は確率過 程 の道 とい う.ほ とん どすべ て の ω∈9

に 対 して,道z(t,ω)が 確率1で 連続 で あ る とき,{9α,ω);t∈T,ω ∈詔}は 連 続 な確 率過程

とい う.

任 意 の時点t・=0<tl<t2<…<to-・<toに 対 して,z('・,ω),z(t1,ω)-z('・,ω),z(tZ,ω)

-9α 、,ω),…,2(tn>ω)‐zCtn.・,ω)が 互 い に独 立で あ る とき,{z(t,ω);げ ∈T,ω ∈9}は

独 立増 分過程(加 法過 程)で あ る とい う.

ウ イナ ー過 程(ブ ラ ウン運動)と は,つ ぎの性質 をみ たす確 率過程{z(t,ω);t∈T,ω ∈9}

で あ る(伊 藤[10],P.279,渡 辺[17コ,P.6な ど参照).
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[工]{zit,ω);応 忽 ω∈9}は 連続 な確 率過程,

[∬〕{9α,ω);t∈ …驚 ωe9}は 独 立増分過 程,

彊]確 率 変数{9α,ω)一 妖s,ω)}は,平 均値 斑9σ,(の 一9(S,ω)}笛0,分 散y{2(ち{の

一z(S ,の}貼 環(zit,ω)-9(S,ω))2}=♂i彦 一s!で 与 え られ る 正規分 布N(0,6窄 一sDに 従

い,そ の確率 密度関数 ρqか 一S!,銑 一9、)は,

ρ鯛 ・炉 鍮)一び譲 面exp[一 舞ll]
,

但 し びは正 の定数,

[N]P(耀(0,ω)=o)=1、

6=1で,[1コ ～[N]を み たす 確率過 程 を標準 ウ イナー過 程(標 準 ブラ ウソ運動)と い う.

ロ コ～[N]よ りウ イナ ー過 程 の9α,ω)は 平均E(9∂=0,分 散 γ(9∂ ユE(9の 麟詫 に与 え

られ る正規分 布N(0,apt)に 従 い,そ の確率 密度 関数 ρ(96)は,

ρ(zt)=ρ(オー◎声9r為)二 ρ(渉,zz)

UIIZTZ'teXp(zZ2σ2渉)(・)

と な り,'>Sな る とき 条 件Z(S,ω)=zSの も とで9σ,ω)は,条 件 付 期 待 値E(9・ 隣)諜2、,

条 件 付 分 散y(9、19、)瓢8(〔9-E(z、 観)劉9,}=び2σ 一ε)に 従 い,そ の 条 件 付 確 率 密 度 関 数

ρ(9`!9、)は,

p(銑19s)瓢 ㍉ρ('一一S,銑 一95)、(2)

III確 率演算法

ウ イナ ー過 程{z(t,の);庭 偽 ω巳9}を,簡 単化 のた め,以 下 にお いてはz(の と記 し,

之(の の確 率微 分dz(の を 漉>0に 対 して,

4窓(t)=z(t十dt)-9(t)(3)

と定義す る.

≠>Sな る とぎ平均値0,分 散 び2α一3)で 与 え られ るz(t)-9(S)の 正規 分布N(◎,♂ α一ε))

に おいて,平 均値 のまわ りの 歌 の モ ー メソ 沸 ・昭{[(竃(≠)一 一9(S))-o再=斑9α)-9(S)]為}

は,

吻2。+1溜0,(n=o,1,2,…),

塀(2n-一 ・)!w蕎)陀 留 ノ(σ》膏)2n(n=1,2,一 う・

で あ る(例 えば,飛 田,櫃 田[8コ,P.28,ロ ザ ノ ブ[15コ,P・223の 脚 注1参 照)・

命 題1標 準 ウ イナ ー過 程(び=1)z(の の確率 微分dz(の に対 して,

E[dz(の コ=OT

Eε(49の)2コ=dt,

C4)

(5)

(6)

(7)
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E[(dz(の)h]=0,.(k=3,4,…),(8)

証 明 〃z差=E{[9σ 十dt)-z(の コk}=」E[(dz(の)租 とお き,(4の 疋=0,k=2,3,…,な る こ とに

留 意 す れ ぽ,(4)ま た は(5)か ら 明 らか,

命 題2標 準 ウ イナ ー過 程z(の の 確 率 微 分49(の に 対 して,

(dz(t))Z=dtl)(9)

証 明(7),(8)お よ び(dt)2=0よ り,分 散V[(dz(t))2]=E[(dz(t))4]一(E[(dz(の)2])2

=0-(dt)z=・0 .よ っ て(dz(t))2は 非 確 率 変 数 で あ る か ら,確 率1で(dz(の)2=E[(d(Z(t))2]

(ロ ザ ノ ブ[15コ,p.44)で あ る.よ って(7)か ら(dz(≠))2=dt.

命 題3標 準 ウ イナ ー過 程z(≠)の 確 率 微 分dz(')に 対 し て,dz(t)・dt=0(10)

証 明(dt)Z=0よ り分 散V[dx(の ・4']=E[(dz(t)・dt)2コ ー(E[dz(t)・dt])2=(dt)2(E[(dz

(t))2コ ー(E[dz(の コ)2)嵩 α よ っ てdz(の ・dt=E[dz(t>・dt]=dt・E[dz(の コ=0.

命 題4t>Sな る と き,標 準 ウ イナ ー過 程z(の の 確 率 微 分dz(の,dz(S)に 対 して,

Eadz{t)・dz(S)]=0.(11)

証 明dt,ゐ を0<dt=ds<t-Sな る よ うに とる と,S<S十ds<t<t十dtで あ るか ら,ウ ィ

ナ ー過 程 の 性 質[皿 コ よ り,

E[dz(t)・dz(s)]=E[(z(t+dt)-z(t))・(z(s+ds)‐z(s))]=0 .

命 題5二 つ の標 準 ウ イナ ー過 程t),z,(t)の 確 率 微 分 を そ れ ぞ れdzi(の,dz;(の と し,

dzi(t>と 礁 ゴ(の の 相 関 係 数 をpigCt)と す る.こ の と き,

dzti(t>・dz;(t>=Pi .7(t)dt.(12)

証 明(6)よ り,共 分 散Cov[dzi(t),dz;(の コ=E[ぬ 乞(t>・49ゴ(の]-E[dzi(t)コ ・E[dz;(の]

=・E[4銑(の ・dz;(の] .

(6),(7)よ り,分 散V[dzi(t)コ=E[(dzi(t))2コ ー(E[49乞(t)コ)z=dt-0=dt.

ま た 相 関 係 数pZ,(の を 用 い れ ば,(14)よ り 共 分 散 は,Cov[ぬf(わ,4紛(t)]

==ρ型(')・ ～/V[dzi(t)コ ・～/V[dz;(t)]=ρ 毎(')● ～/dt・ ～/薇}=ρ 毎(t)・dt
.

(13),(15)よ り

E[dzi{t)・dz,(t)]=,02,Ct)・dt.

(16)よ り,分 散V[dzi(の ・dz;(♂)コ=E[(dzi(t)・dz,(t))2]一(E[dz、(')・dz;(t)])2

=(dt)2-(ρ 訂(')・dt)2==(dt)2.(1一 ρ2毎(t))==0 .

よ っ て,(16),(17)よ り,

dzi(t)・ 晦 α)=E[dzi(t)・dz;(t)コ=ρ 、ゴ① ・dt.

伊 藤 型 確 率 徴 分 方 程 式

dx(の=a(t,x(の)dt+b(t,x(の)49(の,x(0)=x。(定 数)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

1)こ れはウイナー過程のもつ最も際立 った性質であ り,わ れわれが,通 常の微積分学の微分の変換公式
とは異なる,確 率微分に関す るいわゆる伊藤 の補題(命 題9)を 必要 とする理由は,こ の性質に由来し
ている.
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または同等な確率積分方程式

おc
x(の 一x・+Sa(z,x(・)dT+Lb(T,x(τ))dz(の(・9)

00

を 考 え る.(18),(19)のz(t)は,標 準 ウ イナ ー過 程 で あ り,a(t,x(t)),b(ちx(t))は,(ty

x)に 関 して 連 続 で リプ シ ッ ツ条 件,す な わ ち

あ る定 数Cが あ って

la(渉,x)‐a(t,y)1十ibct,x)一 ろα,y)1≦cox-yl

が 成 り立 つ も の とす る.こ の と き(18)は,一 つ しか もた だ 一 つ の解x(の を もつ(伊 藤[9],

P.350の 定 理66.1,[10コ,P.364の 定 理5.40参 照).(19)の 右 辺 第 二 項 は通 常 の 積 分 ・ 第

三 項 は伊 藤 型 確 率 積 分 で あ る.

命 題6伊 藤 型 確 率 微 分 方 程 式(18)に 対 して,

平 均E(dx(t))=a(t,x(の)dt,(20)

分 散V(dx(t))=62α,x(t))dt.(21)

証 明(6)よ り,

E(dx(t))=E(a(t,x(t))dt+b(t,x(t))dz(t))=a(t,x(t))dt+b(t,x(t))・E(dz(t))

=α(t,x(t))dt.

(7),(20)よ り,

V{dx(t))=E{[dx(t)‐E(dx(t))]2}=E{[a(t,x(t))dt+b(t,x(t))dz(t)‐a(t,x(t))dt]Z}

=E[(∂(t,x('))dz(t))2]=b2(t,x(t))・E[(dz(の)2コ=b2(t,x{t))・dt.

命 題7伊 藤 型 確 率 微 分 方 程 式(18)に 対 して

dx(の ・4'=0(22)

証 明dt2=0,(10)よ り,

dx(t)・dt=[α(ちx(の)dt+∂(ちx(の)dz]dt=α(ちx(の)・@)2+∂(ちx(の)・(dzdt)=o

命 題8二 つ の 伊 藤 型 確 率 微 分 方 程 式

4κ己(t)=αt(t,x(t))dt十 ∂名α,x(t}dzi(の,x2(0)xiO(定 数),i=1,2,(23)

に お い て,標 準 ウ イナ ー過 程z・(t),z2⑦ の 確 率 微 分dz・(t),dz2(t)の 相 関 係 数 を ρ・2(t)と

す る と き,

dx1(')・dx2(t)=pia・bl(t,x(t))●b2(t,x(の)・dt,(24)

但 しx(の=(x・<t),x・(の).

証 明2)(dt)2=0,(10),(12)よ り

z
dxl(の ・dx2(の 嵩rI(α 乞(t,x①)dt+bz(t,x(t))dzti(の)

名=1

=α 、a、(dt)2+a、b、(dz、dt)+b・a・(4914の+b・b・(dz・dz・)

=blb2p12(t)dt.

2)こ の命題8は,命 題5の 証明と全 く同じ手続 きで証明す ることもできる霞
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た だL,こ こ にFz-∂ 町 ∂ちFZ,∂2F/∂x2ax、,c・ 、α)=ρ"(t)bib;
,2,j=1,2,…,n,

x(t)_(xl(t),…,xn⑦) .

証 明(dt)』0,k=2,3,…,(22),(24)の 下 で,

[(∂/∂t)dt+
i=1(∂/∂xi)dxiコkの 一 〇,k=3,4,….

(27)の 下 で,

dF・=F(t+dt,x・+(伽1,…,xn+dxn)一 一F(t
,x、,…,xn)

噛 窮 〔(∂/∂の研 ゑ(∂/∂xi)dxz]k(F),

(25)よ り,

nnn
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以 上 の準 備 の も とで,伊 藤 型 確 率 微 分 に 関す る重 要 な命 題(伊 藤 の補 題3))を 得 る
,

命 題9確 率 過 程xi(t),a=1,2,…,nを,伊 藤 型 確 率 微 分 方 程 式

dxti(t)-aiCt,x(の)dt+bi(t,x(t))dzi(t)
,κ ・(の吸 。(定 数),Z-1,…,n.(25)

の 解 と し・F(t,xl(t)・x・(t) ・ …,xnCt))を'に 関 し て1階 連 続 微 分 可 能,κ 、(t)
,」-1,2,

…
,n,に 関 して2階 連 続 微 分 可 能 で あ る よ うな 任 意 の 関 数 とす る .こ の と きFの 確 率 微 分dF

は,

dF-F諺+却 偽+nn
2、Fi;dxidx;

ΣF鋤r乞=Σ 瓦 α諺+ΣFゑ 礁`,
i=1i=1乞 胃1

(dt)2=o,(22),(24)の も とで

1

2[(∂/∂t)dt+ni=1(∂/∂xi)dxi]・(F)nn2(∂ ・F/∂xzax,)dxidxf

nn

=万 黒 黒 砺F・羅

(28)～(30)よ り(26)を 得 る.

F(ちx・(の,…,xn(の)の 期 待 時 間 変 化 率OF(t
,xl(の,…,xn(の)と し て,

0
・F(t,xl(の,…,xn(t))

一1親 瓦[dF(ちxl(t},
dt."・xn(の)]

(26)

(27)

(28)

C29)

(30)

{31)

を考 え る.こ こにEzは,伊 藤 型 確率微分 方程 式(25)の 解(x・(t)
,κ2(t),…,xn(t))が 既知

なる条 件 の下 で の期 待演 算子で あ る.

(6),(26)よ り

3)飛 田 ・櫃 田 〔8〕 ・PP・197-199の 定 理A ・10,伊 藤 〔9〕,PP.343-349の 定 理65 .ユ,〔10〕,P.362
の 定 理5.38,国 田 〔11〕,pp.152-156の 定 理a18

,渡 辺 〔17〕,pp・28-30の 定 理2,1,pp,40-42

の 定 理3.5を 参 照 せ よ. .
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EL[dF(t,xl(の,…,xn(t))コ

r腸[(Ft÷熱 α・+去酷 嶋)餅 津 砺凋

一(瓦+塑 砺+謡 激礁)dt+沖 凪(dzi)

e(Fr+熱 耐 纂 急礁)dt.

よ っ て(31),(32)よ り,

O
F(t,xi(の,・ ・轟(t))Fz+熱 偽+謡 熱 馬 ・

いま,微 分演算子 ∬(・)を,

∬(・)n_」ai
i=1(∂/∂xi)(・)+纂 熱(a2/∂x2∂x;)(・)

と定 義 す れ ば,(33),(34)か ら,

0
F(t,κ1(の,…,xn(の)=Fδ 十 ∬(F).

また,(26),(34)か ら,dFを 微 分演 算子9(・)を 用 いて表 わせ ば,

dF=(FL+9(恥)dt+Σ 瓦6、轟.
2=1

これ よ り0≦S≦tに 対 して,

F(t,κ1(の,…,xn(t))-F(S,xl(S),…,xn(S))

∫:[Fz+2・(F(τ,x、(τ),…,xn(τ)))]dz+急 ∫:融 ω,

と な る か ら,(6)よ り,

ES{F(t,xl(の,…,xn(の)}-F(S,xz(S),…,xn(S))

t4

S

これ は,伊 藤 ・ドゥイ ソキ ソの公式 と呼 ぼれ てい る もの に他 な らない.

2"Q・

(32>

(33)

(34)

(35)s

(36>

IV確 率的最適制御

制御変 数Y∈Yを 含 む伊藤 型確率 微分 方程式

xy⑦ 一α、(',x(t),Y(t))dt+∂ 、(',x(t),y(t))dzi(')xi(0)=xi。(定 数),i=1,2,…n,(37>

を制 約条 件 とし,目 的 関数

凡[∫1%(t,x(t),y(t>)dt+B(T,x(の)](38>
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を最大化 す る確 率的最 適制御 問題 を考 え る4).但 しx(t>(x・(の,…,xn(の),ア ⑦=(y・(の ,

… ,ym(の)と す る.

い ま,Vを

V(t,x(の)一 讐x小 い(τ)・Y(・))dz+B(T,x(T))](39)

と定義 し,こ れにベルマ ソの最適性の原理を適用する.dtを 十分に小 さくす ると,

V(t,x(の)=maxEt

yEY[∫:㌦ い(τ),ア(τ))d・+STu(z,xt+dt(τ)Y(・))dz+B(T,x(T))]

T
墾 響 ・[u(ちx(の ・Y(の)dt+・(dt)+」;+udt(T,x(τ)・y(の)読+B(T,κ(T))]

T
一響 町%(い(の ・魍+・(dt)+f%t-Fdt[u(z,x

t+dt(τ)・ ア(τ))dz+B(ハ の)]コ

=maxEt[u('
,x(t),Y(t))dt+o(dt)+V(t+dt,x('+dt))コ

=勢axE・[u(t,x(の ・ アα))dt+・(dt)+V(t+dt
,x{t+dt))-V(ちxfit))+V(い σ))コ,

よって,

0=maxEt[u(い(t>,y(の)dt+・(dt)+V(t+4ちx(の+dx)-V(ちx(t>)コ,

両辺 をdtで 割 りdt→0な ら しめ る と,

・=max{u

y(t,x(の ・Y(の)+limEtdt->0[dV(t,xdt(の)]}(4・)

(31),(34),(35),(40)よ り

0=max{u(ちx(の,Y(の)+VL+∬(V(ちx(の))},(41)
r

ここに,

9(V(t,x(の)一 嵩 隔 告接 η仏ゐ(42)

Vt∂V/∂ ち 脇=∂V/∂xz,Vi;一 ∂ZV/∂κ乞∂x;,砺=伽(t)bib, ,Z,ブ=1,2,…,n,と す る.

(39)よ り

V(T,x(T))=B(T,x(T)).(43)

上 述 の確 率的最 適制御 問題 は,微 分方程 式 を制約条 件 とす る 確定 的最 適制御 問題 を一 般化 し

た もの に他 な らない.実 際,制 御変数y∈Yを 含む微 分方程 式

xy(t)=娠 ちx(t),ア(')),x2(0)=xi・(定 数),i=1,2,…,n ,(37)'

を制約 条件 とし,目 的関 数

4)ク シ ュ ナ ー 〔12〕・ 第1璋,PP・323-361,フ レ ミ ン グ ・イ シ ュ エ ル 〔6〕
,第1璋,PP.151-197を 参

照.
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T
∫ 礁x(t)・y(の)dt+B(T,x(T))(38)'0

を 最大化す る確 率的最 適制御 問題 におい て,{x(t>,ア α):t∈[0,T],x∈Y}が 最 適解(径 路)

で あ るため の必 要条 件は,周 知 の如 く,

0=max{u(t,x(t),y(t))÷Vt+Σ γ,α乞},(41)ノ
yi=1

V(T,x(T))=B(T,x(T)),(43)

で あ るが,こ のハ ミル トソ ・ヤ コ ビの方 程式(41)'は,(41),(42)に おい て 砺=伽 ∂z∂FO,

i,ノ=1,2,…,nと 置 いた もの に他 な らない.そ して これ は,微 分方程式(37}'が,伊 藤 型確率

微 分 方程式(37)に お いてbi=0,i=1,2,…,nと 置 いた ものに他 な らぬ こ とに対 応 して い るの

で あ る.

命 題10条 件(37)を み たす 解 を{x('),y(t):t∈T,ア ∈Y},条 件(37),(41),(43)を

み たす解 を{X*(t),Y*(の:庭 丁,ア*∈Y}と すれ ば,{x*(t),ア*(t>・t∈T,Y*∈Y}は 最 適

解(径 路)で あ る.

証 明{x(の,yfit):庭 丁,Y∈Y}と{κ*①,ア*(のt∈7,y*∈Y}に 対 して,(41)よ り

0=u(彦,x*⑦,y*(t))+7汁 ∬(V(',x*(の))≧u(t,x(の,Y(t>)+Vt+9(V(',x(の)).

(44)

(44)の 両辺 を0か らTま で積分 し期待値 を とれ ば,

Eo[ST
Ouい ・(τ)・ア・(τ))4τ+Vx+9(Vい ・(τ)))]

T

(45)≧E・[∫
。uい(τ)・ ア(τ))dz+vz+9(vい(τ)))].

(45)に,伊 藤 ・ドゥイ ソキ ソの公 式(36)を 適用すれ ば,

E・[STu{z,x
O・(・),Y・(τ))dz+V(飢 κ・(T))-V(い ・(・))]

≧E・[ST
Ouい(τ),ン(τ))d・+V(T,x(T))-V(い(・))].

x*(0)=x(0)=x。(定 数),

=jB(T,x*(T)),V(T,κ(T))=B(T,x(T))な る こ とに 留 意 して,(46)か ら

Eo[ST
Ouい(τ),ア ・(τ))dz+B(T,x・ の)]

≧E・[ST
ouい(τ)・ 夕(τ))dz+B(T,x(T))].

(46)

した が っ てV(o,x*(0))=v(o,X(0)),お よ びV(T,x*(T))
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V伊 藤の補題および確率的最適制御の経済問題への応用

最適消費 ・資産選択問題

い ま,二 種 類 の資産,危 険資産 と確 実資産 が あ り,資 産 の収穫率 は,時 点'の 資産価 格 を

あ(の とす る とき

dpiCt)/piCt)=a2dt十bidzZCt),i=1,2,C47)

で 与え られ る もの とす る5).こ こで資 産2(確 実資 産)に 関す るa2,b2は 定 数で あ り,a2=Y,

b2=0と し,za(つ ま りz・)は 標準 ウ イナ ー過程 とす る.

消費者 の所得 は,資 産か らの収益 のみ とし,時 点 渉の消費 をC(の,富 をW(の,富 に 占め る

資産1(危 険資産)の 保有 比 をw・(の とすれ ば,富 の増分dW(の は,

ζ1罪(t)=w、(t)W⑦(dpl(t)肋1(の)+(1-w、(わ)W(の(の2(の 砂2(の)-c(t)dt

=w・(t)W(の(a・dt+∂1ぬ1(の)+(1-w、(の)W(の(rdt)-C(t)dt

=[wl(t)(α1-r)W(t)十rW(t)-c(t)]dt十wl(t)『 レ7(t)bldzl(t),(48)

で ある.時 点0の 富 の保有 残高W(0)は

W(0)=W・(所 与)(49)

とす る.消 費 者 は,計 画期 間[0,T]に わ たる消費 の効用u(t,C(の)の 和 と計画期 末Tの

富 の効用B(T,W(T))と の総和 の期待値(期 待 効用)

T
Eo[∫
。u(ちc(t))dt+B(T,W(T))]

を,条 件(48),(49)の も とで最大 な ら しめ る よ うに各 時点 の消費 ・資産選 択 を決 定す る と仮

定す る(マ ー トン[13],[14]).最 大期待 効用 を,

V(t,W(の)r縣
、Et[∫1π(T,c(z))dr+B(T,W(T))],(5・)

5)(47)の 解 ヵ¢(t)に 対 して,dogpZ(t)な る関数 を考え,こ れに伊 藤 の補題(命 題9)を 適 用すれ ば,

41・9ρ 、(t)一(dpz(t)魁(t))1(dpi(≠)加(t))・ 一(α、研 ゐ幽(t))一 ⊥ ゐ、24'
2......2

_(ai--1bit}dt+bidzi(t)

2

両 辺 を0か らtま で 積 分 す れ ば,

1・g(2){1(t)肋言(0))一∫:(弓 好)dr+∫:聯)・

特 に 砺,あ が 定 数 の と き は,

1・g(ρ ・(t)/pi(・))一(ati......1gig

2)t+bi(zi(t)-zi(・))

と な る か ら,ρ 式の は,

平 均E[10g(ρi(t)/,pti(0)コ=侮 一 ⊥ ∂の',2

分 散v[109(pi(t)侮(0))]=E(6盛2(Zi(t>-2唇(O))2)=bi2te

を もつ,対 数 正 規 分 布 を な す.
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と定 義すれ ば,明 らかに

V(T,W(T))=B(T,W(T)).

また(41),(42)よ り

・r
、騨%(ちc('))+照 勧(al‐r}W+rW-C)Vw+静 陶2y確 π}

(53)よ り,最 適 消 費C*,最 適 危 険 資 産 保 有 比 ω1*に つ い て,

∂u/∂c=Vw,

wz=‐(al--r)Vw/Wb12Vww

283

(51}

(52)

(53)

(54)

が成立 していなければならない.(52)をWに ついて偏微分すれぽ(Vが 伊 に関して3階 微

分 可 能 で あ る と仮 定 し て の こ とで あ る が),

Vcw+{wl(a1‐r}+r)Vw+(wl(al‐r)W十rW--c)Vww

+(綱 ・WVWw+2(w1Wb1)・VWWW一 α

ま た,(54)よ り

wlblWVWW=一(al-Y)VW/∂1,

(wlbl)2WVww=‐wi(al‐r)Vw.

(55),(57)よ り,

(wl(al‐r)W+解 一 ・)Vww+Vow‐1‐2(勘 陥)・VWYVW=-YVW.

玲 は,富 を1単 位変 化 させ た ときの最大 期待効 用 の変化量 であ るか ら

λ(t)・=7研(',W(t))

とおけ ば,λ(t)は 富 の シ ャ ドウ ・プラ イスであ る.

ば,

諺λ(の一嘱+VwwdW+2Vw-(踊 ・

1

2

(56),(58),(59)を(60)に 代 入 す れ ば,

4λ(t)=‐rat(t)dt-((a一r)λ(の/bi)dzl(の,

ま た(51),(59)よ り

λ(T)=∂B(T,W(T))/∂W.

い ま

F(λ(の)=log,(の と おけ ば,伊 藤 の補 題 よ り

4F-F・4λ+去F・ ・(4λ)・

一ト7-1

2(α1-7)・/bl・]dt‐[(al‐r)/bl]dzl(の ・

(61)を0か らtま で 積 分 す れ ば

F(λ(の)-F(λ(0))=109(λ(の/λ(0))

(55)

(56)

(57)

(58>

(59)

(59)に 伊藤 の補題(命 題9)を 適用すれ

=[VWt+(ω 、(α、-r)W+班!一 ・)怖 π+一@・ 冊1)2%肝]dt柳lb・"7研42・(の.(60>

(61)
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一+圭 ∫　[(ai‐r)・/翫・]d・一∫　[(嗣 鵬(τ)
,

す なわ ち,

λ伽(・)=exp{-7弓 ∫:[(a・-r)・/b・2]dz‐f:[(az-Y)/∂ ・コdzl(z)}.

と く にai,blが 定 数 の とき は,

1・9(ノi(t)/λ(0))一[一(r+1

2(a・-r)・/ろ ・2)t((a・-Y)/b・)(21(の 一z・(・)).

よ っ てE[zl(t)-2・(0)]=o,E[(z・(')-Z・(0))2]tな る こ とに 注 意 す れ ば,

平 均E[1・9(λ 伽(・))]一 一[Y+12((a1-r)・/ろ12)]ち

分 散E[109(λ(')/λ(0))コe[(CG1-Y)2/b12]t.

脚 注5),(53),(59),(62),(63)か らTai,bi,

(62)

(63)

2=1,2が 定数 であ る とき,次 の命題 を得

る.

命題11最 適消費 ・資産選択問題において,危 険資産の価格が対数正規分布をなす とき,最

適径路に沿 う富のシャ ドウ ・プライスしたが って消費の限界効用 は対数正規分布をなす.
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